13.2

13.2 Desigualdade de Bessel. Igualdade de Parseval.

Q3

1 /= 1 (=/2 ) /2 )
c=ar= |cos x| cosxdx = p cos” xdx — —/ cos”xdx = 0.

-z —n/2 TJ)-x/2

Desigualdade de Bessel. Igualdade de Parseval.
Seja [ f2dx < oo. Consideremos

o< [Mir=sinac= [ pwa=2 [ re)-siiac [ (sis

Note que:
_ ”ao
J =T

e além disso

/7r f(x)- (% + Zn: agcos(kx) + by sen(kx) )dx = Zn: a; +by).
- k=1 k=1

Portanto

/_7; (Sn[f])zdx: /jrf(x) - Su[f]dx.

Agora (13.1) e (13.2) implicam que
2
= )dx> 20 bi.
/ X ) +Z k+ k

Entdo quando n — oo, temos

—/ dx>2°+2ak+bk

A desigualdade (13.3) chama se Desigualdade de Bessel.

I Corolario 13.2.1 ¥»_ a7 e Yo, b7 convergem.

= Exemplo 13.2 Seja f(x) =x, x € [—x,7]. Entdo

A-L=5—

1= 2 LT, X
n[”(f(x)) =y 77:de_7£3

Assim, pelo (13.3) temos

1>n+l
sen(nx), a,=0.

Portanto,

2712

/7r (Sn[f])zd /_7r Zj: (agcos(kx +bksen(kx))2d = + 7 ( Zj: a; +b),

(13.1)

(13.2)

(13.3)
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Identidade de Parseval

Teorema 13.3.1 — Convergencia em media quadrdtica. Seja [*, f2dx < oo, assim

T

lim [ |f(x)—S,[f]|?dx =0,

n—eo J_ o

ou seja S[f] converge em media quadratica para f.

Corolario 13.3.2 Temos

tim [ [£(x) = Su[f]]2dx = lim (/” (f()dx—x (3 + i(a,%er,%)) —0

n—oo | __ n—o0 —
T m k=1

Se € somente se

1 /7 2 a? £
—/ (f(x)) dx:?0+r;aﬁ+bﬁ. (13.4)

TJ-x

A identidade (13.4) é dita a identidade de Parseval.

= Exemplo 13.3 Ache a série de Fourier e escreva a identidade de Parseval da funcdo f(x) =
x? +2x, x € [~7, ] (veja Figura 13.1).

Solucdo. Temos

—1)"*!sen(nx)

2 oo _1\n. had .
S[f]:S[x2]+23[x]:%Jrzl(il#cos(nx)wLZZ2 (

n=1 n
= %2 +§1 ((_L); 4 cos(nx) + % sen(nx)).
Portanto a, = (_L# e by, = % Usando continuidade de f(x), obtemos
S[f](x) = f(x) =x*+2x, x€(—m 7).
Além disso,
S[f](+7) = limy gy f(x) +limyy 7 f(x) _ nl -2+’ +2xn _ 2

2 2
Logo

l/n<f( )>2d —l/”(2+2)2d —l/”(4+43+42)d
) . X x—ﬂ:_ﬂx X x—ﬂ:_ﬂx X X X

1(x5+43>” 1 2n
= — | — —X = —
T\5 3

2r 18 5 2248
LT a s e =TT )

Como
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obtemos

13.4 Séries de senos e cossenos

Seja f(x) : [0,L] — R. Como definir S[f] para f definida no intervalo ndo simétrico? Ideia é
construir primeiro expansdo da fun¢éo para o intervalo simétrico [—L,L].
Definicdo 13.4.1 Seja f(x) : [0,L] — R.

1) A extensdo par de f é definida por

f(x), 0<x<L
fix) = 0, x=0
—f(—=x), —-L<x<0.



Q6 Aula 13. Convergéncia em media quadrdtica das séries de Fourier.

Figure 13.2: extensdo par e impar da f

Solucdo. Temos (veja Figure 13.2).

1
x, 0<x< <=
] 2
1_x7 _SxS17
ﬂ@)= %
—X, —§<x<Q
1
14+x, —-1<x<-=
+x <x )
e
( 1
x, 0<x<= 1
1 2 —1—x, —-1<x<=,
1—x, =<x<1, 1 12
_ 2 _
filx) = 1 = x, ——<x<z
x, ——<x<0, % 2
2 1 1-x, -<x<I
B 2

Definicdo 13.4.2 Seja f: [0,L] > Re
1) fp sua extensdo par, entdo serie de cossenos de f €

S[fp] = % + Z a, cos (%)
n=1

onde
1 (L 2 (L
ag = z/_pr(x)dx: z/o f(x)dx;

1 (L T 2 (L T
an = Z/_pr(x)cos (%)dx= z/o f(x)-cos (%)dx.
2) fi sua extensdo impar, entdo serie de senos de f é
71:nx)

S[fi] = ibnsen( 7
n=1
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onde

bn:%/_LLfi(x)sen(%)dx %/()Lf(x)-sen (%)dx.

Obs ) Se f € de classe C' por partes em [0,L] e continua em xo € (0,L), entdo

S[fp)(x0) = S[fil (x0) = f(x0)-

m Exemplo 13.5 Ache a série de senos da funcdo
f(x) =x3, 0<x<m.
Solugdo.

2
xe, 0<x<m
fi(x) _{ —x2, —m<x<O.

T Jo V=X

b, = 2 /”f(x) -sen(nx)dx = %/Oﬂ)g sen(nx)dx = { u'_z szen(nx), }

_ —zxz- cos(nx) 7T+ %/”z_xcos(nx) dy { u' = cos(nx), }
T n 0 TJo n V=X
_ 2 n? - cos(7n) 4 sen(nx) S iz ”sen(nx)dx
T n T n o wn®Jo
21 (—1)"t1 4 cos(nx)(F  2m(—1)"F1 4((=1)"—1)
n > n o n Tn

Assim
Slfil=) (2%(—n1) + 4((_71313 — 1)) sen(nx)

n=1

€ a série de senos. Pela continuidade de f, obtemos

S[fil(x) = filx), xe (-7 m)

e S[f;](£m) = 0. Veja Figura 13.3. )
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Figure 13.3:



